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1 Introduction

Ce document est un recueil de notes de cours sur I'algebre niveau L3. Il est basé sur les cours de
M. REGIS DE LA BRETECHE & Université Paris Cité, cependant toute erreur ou inexactitude est de



ma responsabilité. Si bien YAGO IGLESIAS est 'auteur de ce document, il n’est pas le seul contri-
buteur. En effet, de nombreux étudiants ont participé a la rédaction de ce document. Leurs noms
sont disponibles dans la section contributeurs du répertoire GitHub. Un remerciement particulier a
ERrRIN LE BOULC’H, GABIN DUDILLIEU et MATHUSAN SELVAKUMAR pour leur participation active
a la rédaction de ce document.

Le document est structuré en 3 parties. La premiére partie est consacrée aux anneaux et aux
polynémes. La deuxiéme partie est consacrée aux corps et aux extensions de corps. Et la derniére
partie porte sur la réduction des endomorphismes.

Toute erreur signalée ou remarque est la bienvenue. Sentez-vous libres de contribuer a ce docu-
ment par le biais de GitHub, ot vous pouvez trouver le code source de ce document et une version
pdf & jour. Si vous n’étes pas familiers avec Git ou ITEX, vous pouvez toujours me contacter par
mail.

2 Anneaux de Polynoémes

2.1 Construction formelle

Définition 2.1 (Anneau de polyndémes). Soit A un anneau commutatif. On note AN I'ensemble
des suites presque nulles d’éléments de A. On munit AN d’une structure d’anneau en posant :
7 (an)nGN + (bn)nEN = (an + bn)nGN
- (an)nEN ' (bn)nGN = (Cn)neN ol Cp = ZZ:() akbnfk
On note A[X] I'anneau commutatif (proposition & montrer si besoin) AN.
Définition 2.2 (Anneau intégre). Un anneau (A, +,-) est intégre s’il est commutatif, non trivial

et pour tout z,y € A,
zy=0 = =0 ou y=0

Proposition 2.3. Soit A un anneau commutatif. Soient P,Q € A[X]. Alors deg(PQ) < deg(P) +
deg(Q). De plus, si A est intégre, deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Démonstration. Soient P = apx™ + ...+ ag et Q = b,,x™+ -+ - + by avec a,, # 0 et b, # 0. Ainsi,
deg(P) = n et deg(Q) = m. Le terme de plus haut degré dans PQ vient de a, X" - b, X™ =
ap - by X, Par conséquent, deg(PQ) < n +m = deg(P) + deg(Q).

Si A est integre, alors ay,b,, # 0 si a, # 0 et b, # 0. Ainsi :

deg(PQ) = n+ m = deg(P) + deg(Q).

Corollaire 2.4. A[X] intégre < A intégre.

Démonstration. — = C’est immédiat, car un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.


https://github.com/Yag000/algebre-II-notes/graphs/contributors
https://github.com/Yag000/algebre-II-notes
mailto: yago.iglesias.vazquez@gmail.com
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— <« Soient P,Q € A[X] non nuls. On a donc deg(P) > 0 et deg(Q) > 0.
Mais alors, on a :

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) > 0, par la proposition précédente

Ce qui entraine que PQ est non nul, d’ou l'intégrité de A[X].

Exemple 2.1.1. F, = Z/pZ, avec p premier, est intégre, donc F,[X]| = Z/pZ[X] est integre.

2.2 Division euclidienne

Proposition 2.5 (Division euclidienne). Soit A un anneau commutatif. Soient P,Q € A[X] avec
Q # 0 et Q a un coefficient dominant inversible. Alors il existe un unique couple (U, R) € A[X] x
A[X] tel que :

— P=UQ+R
— deg(R) < deg(Q)

Proposition 2.6. Soit K un corps. K[X] est un anneau euclidien et donc principal.

Démonstration. On commence par noter que K est intégre et donc K[X] aussi. Soit I un idéal non
nul de K[X]. On note P I’ensemble des degrés des polyndmes de I :

P = {deg(P) | P € I}

P est non vide et minoré par 0. Donc il existe d € P tel que d est minimal. On note @ un
polynéme de I de degré d. Soit P € I. On réalise la division euclidienne de P par @ :

3(U,R) € KIX] x K[X] | P=UQ+ R et deg(R) < deg(Q)

Onaque R=P—UQ €I car I est un idéal. Comme deg(R) < d et par définition d est minimal
pour tous les éléments non nuls, on a que R = 0. Donc P =UQ et donc [ =< Q >. O

Exemple 2.2.1 (Exemple pathologique). Z[X] n’est pas principal. En effet, on peut prendre I =<
2, X >.

Théoréme 2.7 (Propriété universelle de 'anneau de polyndmes). Soient A et B des anneaux
commutatifs. On considére f : A — B un morphisme d’anneauz. Soit b € B. Alors il existe un
unique morphisme d’anneauz f : A[X] — B tel que f(X) =0b et fla = f.

Définition 2.8 (Evaluation). Soit A un anneau commutatif et a € A. On note ¢, : A[X] — A le
morphisme d’anneaux induit par ’automorphisme trivial de A en utilisant la propriété universelle
de I'anneau de polynomes 2.7.

Ce morphisme correspond a 'évaluation en z : ¢, (P) = P(x).

Définition 2.9 (Polynome & plusieurs variables / & n indéterminés). Soit A un anneau commutatif.
On définit par récurrence sur n € N* anneau A[Xy,...,X,] :

—A[X] = A[X)
AX, LX) = ALK X [X)
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Définition 2.10 (Anneau factoriel). Soit A un anneau commutatif. On dit que A est factoriel si :
— A est inteégre

— Tout élément non nul de A est inversible ou est produit d’un nombre fini d’éléments irréduc-
tibles (@ = upy . ..p, avec u inversible et p; irréductible)

— La décomposition est unique a l’ordre pres et a I'association pres.
Proposition 2.11 (Admis). Soit A un anneau factoriel. Alors A[X] est factoriel.

Proposition 2.12. Soit A un anneau intégre tel que tout élément de A\ {A*} est produit d’un
nombre fini d’éléments irréductibles, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est factoriel
2. Sip € A est irréductible, alors l’idéal < p > est premier

3. Soient a,b,c € A\ {0} tels que a | bc et a et b sont premiers entre eux. Alors a | ¢ (lemme de

Gauss).

Démonstration. 3) = 2) :

Soit p € A irréductible. On a que < p ># A car p est irréductible, donc pas inversible. Si p divise
ab et ne divise pas a, alors p et a sont premiers entre eux car p est irréductible. Donc tout diviseur
commun de p et de ¢ est soit inversible soit associé & p. Donc p divise ¢. Donc d’apres 3), < p > est
premier.

abE<p> et ag¢<b>=— bE<p>=— <p> premier

Démonstration. 2) = 1) :
Soit P un systeme de représentants des irréductibles.

U - H p"4(divisible par ¢" €< g >) =wv- H p™4(divisible par ¢™ €< g >)
pEP pEP

S’il existe ¢ € P tel que mgq > ng, alors ¢ divise - [[ p™ (€< ¢ >), ce qui n’est pas possible
P#q
par 2).
O

Démonstration. 1) = 3) :
A est factoriel. Si a divise x, on écrit a, b, ¢ sous la forme w - ] p'»». On a alors Vp € P,
peP
vp(a) < vp(b) < vp(c) car a divise be. Si vy(a) = b, alors v,(b) = 0. Pour H, € P, vy(a) < vp(c),
donc a divise ¢, qui vérifie 3).
O

Définition 2.13 (pged). Le plus grand commun diviseur est défini ainsi :
d = pgcd(a, b), tout diviseur de a et de b divise d

et d divise a et b
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Remarque 2.2.1. Si K est un corps, il y a un seul idéal non nul, qui est K et donc tous les pged
valent 1.

Proposition 2.14. Si A est un anneau factoriel, alors deuzr éléments non nuls de A admettent un
pged défini a un facteur inversible preés.

Démonstration. Soit P un systéme de représentants des irréductibles de A. On écrit

a:qu"p onue A*
peEP

b:vl_[pmpoflveAX
peP

pged(a,b) = H pin(meme) on 4 e AX
peEP

a facteur w € A pres O

Exemple 2.2.2.
A=17Z, pged(—6,2)=20u —2

Théoréme 2.15 (admis). A principal = A factoriel
Exemple 2.2.3 (Anneau factoriel non principal). Z[X] est un anneau factoriel, mais non principal.

Proposition 2.16. Dans un anneau principal on écrit
<a,b>=<d>, ot d=pgcd(a,b)

Définition 2.17. Soit A un anneau factoriel, et P € A[X], le contenu (notée ¢(P)) d'un polynéme
P est le pged de ses coefficients non nuls. P est dit primitif si ¢(P) =1 (ou ¢(P) € AX)

Exemple 2.2.4.
A=7Z, c¢(3X+2)=1

A=7, c(14X?+24X +2)=2
Lemme 2.18 (Lemme de Gauss). Pour tout P,Q € A[X] on a
c(PQ) = c(P)c(Q)
d facteur inversible prés.

Démonstration. Commengons par montrer que P et () primitifs implique PQ primitif.
Sinon, il existe un irréductible p € A tel que p divise tous les coefficients de PQ.
Supposons que P et @ sont primitifs. On pose P =Y ;X" et @ =>_b;X? On a que

D = {i | p ne divise pas a;}

n’est pas vide, car si D est vide alors V i, p|a; = p|c(P). On note ig (resp. jo) 'indice minimal
tel que a;, (resp. bj,) ne soit pas divisible par p et :
VZ,OS’LSZ(), p|a1
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On a donc que le coefficient de degré ig + jo de PQ est :

to+jo
PQio+jo = Z akbio+jo—k
k=0
= a;,bj, +un multiple de p

Si k # g, soit k < iyg — 1 soit 49 + jo— < jo — 1 et donc p | arbig4jo—k

Donc le coefficient de degré ig + jo de PQ n’est pas divisible par p ce qui contredit les hypotheses.
Donc on a P et @ primitif = P(Q primitif.

Dans le cas général

Ecé% <
P Q

«(PQ) C(P)C(Q)>

@) c(@>> AP)el@)

c
c
= ¢(P)c(Q)
car TI;) est un polynome primitif de A[X] et pged(ka, kb) = kpged(a, b) et donc ¢(kP) = ke(P). O
Définition 2.19 (Corps de fraction). Soit A un anneau commutatif intégre. On introduit
E={(a,b) e Ax A|b+#0}
On munit FE de 2 lois internes :
— x:(a,b) x (a/,V) = (ad’,bb").
— +:(a,b) + (a', V') = (ab' + ba’, bY).
On définit une relation d’équivalence
(a,b) « (a',b) < ab =d'b

Alors K/ « (les classes d’équivalence de E sur «~) est un corps et A se plonge dans K avec :

p:ace A (a,l)

Remarque 2.2.2. A, K = Frac(A). Le plongement ¢ : A — K nous permet d’identifier A avec
@(A) de sorte que A C K. Ainsi un polynome P € A[X] peut étre vu comme un polynome dans
K[X].
Exemple 2.2.5. — Frac((Z))=Q

— Frac((K[X))) = K(X)

Exemple 2.2.6. 2X?2 +2X + 2 n’est pas irréductible dans Z[X] mais il est irréductible dans Q[X]
car 2 € Q*.

Théoréme 2.20 (Clasification des irréductibles). Lemme de Gauss
Soit A un anneau factoriel de corps de fraction K. Alors les irréductibles de A[X] sont de deux

types :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_Gauss_(polyn%C3%B4mes)#Applications
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— Les polynomes constants P = p, p irréductibles dans A.

— Les polynomes primitifs de deg > 1 qui sont irréductibles dans K[X].

Démonstration. On va traiter en premier les polynémes constants et apres le reste.
— Comme A[X]* = A* si P est constant, i.e. P =p € A, alors

P inversible <= p inversible dans A

— Montrons les deux implications pour les polynémes non constants.

— Si P primitif avec deg > 1 dans A[X] et irréductible dans K[X], on écrit P = QR, avec
Q, R € A[X].
On a que ¢(P) = ¢(Q)c(R) € A* donc ¢(Q) € A* et ¢(R) € A*.
La relation P = QR € K[X] implique que @ ou R sont de degré 0 (car P primitif).
Comume ils sont primitifs, @ ou R € A = @ ou R € A[X]* donc P est irréductible
dans A[X].

— Soit P irréductible de A[X] avec deg > 1.
Alors ¢(P) divise P donc ¢(P) € A* = P primitif.
Montrons maintenant que P est irréductible dans K[X].
On écrit P = QR avec @, R € K[X]. On choisit a,b € A tel que aQ € A[X] et bR € A[X].
On a donc que

abP = aQbR
c(aQ)e(bR) = c(abP)
= ab
a@Q bR
~ c(aQ) c(bR)
donc P produit de deux éléments de A[X], donc, comme P irréductible dans A[X], on

a:
deg(Q) =0 ou deg(R) =0

2.3 Critéres d’irréductibilité dans K[X]
Proposition 2.21. Un polyndme de degré 1 dans K[X] est irréductible dans K[X].

Démonstration. Si P = QR, on a 1 = deg(P) = deg(Q) + deg(R), donc @ ou R est de degré 0,
donc c’est un inversible. O

Théoréme 2.22 (d’Alambert-Gauss). Les irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

Démonstration. Tout polyndéme P € C[X] de degré > 1 admet o € C racine et donc X — « divise
P. O

Proposition 2.23. Soit P € R[X] irréductible alors :
— Soit deg P =1.
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— Soit deg P =2 et P nadmet pas de racines dans R.

Démonstration. P(a) =0 = P(a) =0sur C\R, (X —a)(X —a) = X2 - (a+a)X +aa € R[X]
et divise P. 0

Proposition 2.24. Soit P € K[X] de degré 2 ou 3, P est irréductible dans K[X] <= P n’admet
pas de racines dans K.

Exemple 2.3.1 (contre-exemple). K = R, P = (X? + 1)? n’a pas de racines dans R, mais il n’est
pas irréductible (deg P =4 > 3).

Exemple 2.3.2. K = Q, P = (22 — 2) n’a pas de racines, donc irréductible dans Q[X], mais il a
des racines sur R[X], donc pas irréductible sur R[X].

Théoréme 2.25 (Critére d’Eisenstein). Soit A un anneau factoriel, P un polynome de A[X] de

n .
degré > 1, p un irréductible de A. On écrit P = Y a; X" avec a, # 0. Si on a les trois propriétés
i=0

sugvantes :
— p ne divise pas an,
— pdiviseap Vk<n
— p? ne divise pas ag
Alors P est irréductible dans K[X|(avec K corps des fractions).

Exemple 2.3.3. P(X) = X° +2X* +2024X + 6 € Q[X]. On a que P est 2-Eisenstein et donc
irréductible.

Corollaire 2.26. Si de plus P est primitif de A[X], alors P est irréductible dans A[X].

Démonstration. Quitte & diviser par ¢(P), on peut supposer P primitif et de degré > 2.
Si P n’est pas irréductible, il s’écrit P = RQ, avec R, Q € A[X] de degré > 0 et non inversibles.
On écrit
Q=0sX°4+ --+bo
et
R=c X"+ -+
Soit B = A/ < p > integre et on a A[X]/pA[X]| ~ B[X].
Dans B[X], on a P = RQ, or d’aprés les hypothéses on a P = @, X" et d,, # 0 dans B.
Donc by # 0 et ¢, # 0 et bsé, = d,, dans B, et Q et R sont de degré > 0 et QR = d,, X" dans B[X].
On voit la relation d, X" = QR dans B[X] qui est principal et donc factoriel.
Et donc Q et R ont pour seul facteur irréductible X dans (Frac B)[X].
Donc en particulier p divise by et ¢y, donc p? divise byco = ag, ce qui est absurde. O

Exemple 2.3.4. A =Z, p premier,
Q € Z[X] = Q € Z/pZ[X].
Q) est défini par la classe mod p de ses coefficients.

X | Q dans Z/pZ[X] <= p|Q(0) dans Z

ZIX] — Z/pL[X]

ZaiXi — ZLTZXZ
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Exemple 2.3.5. & (z)=aP 1 +... + 2+ 1= x;:ll € Z[X]. On applique le critére d’Eisenstein a

(X +1). 1
O, (X +1) = % = ; (i)x“ :Zz:% (kil>xk

— Le coefficient dominant de X?~" est () =1 et p ne divise pas 1.

— p! (p_ 1)'

— Pour tout k < p — 1, le coefficient de X* est (kﬁl) T =P T k=T

€A
p divise p! = k!(p — k)!(?) et p premier & k!(p — k)!, donc p divise (7).
— (%) = p et p? ne divise pas p.
Donc ®,(X + 1) est irréductible dans Q[X] et donc ®,(X) est irréductible dans Q[X].

Proposition 2.27. Soit P € Z[X] primitif de coefficient dominant non multiple de p, ot p est un
premier. Si P est irréductible dans Z/pZ[X], alors P est irréductible dans Z[X].

Démonstration. On suppose par 'absurde P primitif, irréductible sur Z/pZ[X] et non irreductible
sur Z[X] -

Alors il existe @, R € Z[X] non constants, tels que P = QR et donc P = QR dans Z/pZ[X]. De
plus, on a :

— degQ = degQ
— degR=degR
car leurs coefficients dominants ne divisent pas p.
Donc P = QR = P n’est pas irréductible dans Z/pZ[X], ce qui contredit 'hypothese. O

2.4 Fonctions polynomiales

Définition 2.28 (Fonction polynomiale). Soit P € A[X], P = ) a; X".
i=0
On appelle fonction polynomiale associée a P la fonction P : A — A définie par :

Exemple 2.4.1. A=7/pZ, P = X? — X, avec p premier. Alors

P(z) = 2P — x = 0 (petit théoreme de Fermat)
Donc P est nulle sur Z/pZ mais P n’est pas nul dans Z/pZ[X].

Proposition 2.29. Soient P,Q deux polyndmes de A[X].

— P+Q=P+Q
PG-FQ

Et Uapplication P — P est un morphisme d’anneauz de A[X] dans Uanneau des applications poly-
nomiales. (En général il n’est pas injectif : voir exemple ci-dessus).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Petit_th%C3%A9or%C3%A8me_de_Fermat
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Définition 2.30 (Polynéme composé). Soit P = > a;X* € A[X] un polynome de A[X] et Q €
i=0

AlX].

On appelle le polyndéme composé de P par ) le polynéme

PQ) = a,Q" + an—1Q" " + -+ +ag

(On remplace 'indéterminé X par le polynome Q).
Proposition 2.31 (Admis). }/3-(\6,2/) =PoQ

Par soucis de simplification, on va noter P(a) au lieu de P(a).

Définition 2.32 (Racine d’un polynéme). Soit P € A[X].
On dit que a € A est une racine de P si et seulement si P(a) = 0.

Proposition 2.33.
P(a) =0 < (X —a) | P dans A[X]
Démonstration. — Si P = (X —a)Q, avec Q € A[X], alors P(a) = 0.

— Réciproquement, si P(a) =0
P(X) = Y biX'
=0
= ) bi(X)' = P(a), car P(a) =0
i=0

i=0

Onaque X! —a’ = (X —a)(X" 1+ X720+ -+ Xa"" 2 +a'71).
Donc X — a divise P.
O

Définition 2.34 (Multiplicité d’une racine). On dit que a € A est une racine de P de multiplicité
m si et seulement si (X —a)™ | Pet (X —a)™ { P.

Proposition 2.35. Soit A est un anneau intégre, alors P € A[X]| admet au plus deg(P) racines
distinctes dans A.

St A = C linégalité est une égalité.

Démonstration. On montre par récurrence sur n = deg(P) que > my(a) < n, ot my(a) est la

acA
multiplicité de a dans P.

— Initialisation : n =0, P =ag € A, ag # 0. Alors P n’a pas de racines dans A.
— Hérédité : Supposons que Y my(a) < n. Soit P € A[X] de degré n + 1.
acA

— Premier cas, P n’a pas de racines dans A. Alors )" my(a) =0<n+1.
a€A
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— Deuxiéme cas, il existe b € A tel que P(b) = 0. Alors il existe Q € A[X] tel que
P = (X -b)Q et deg(Q) = n. De plus

mg(a)+1 sia=b
mg(a) sinon

mp(a) = {

et donc Y mp(a)= > mgla)+1<n+1
acA a€A

On a montré donc le résultat par récurrence.
O

Corollaire 2.36. Si A est intégre et posséde un nombre infini d’éléments, alors les polynéomes de
A[X] sont entiérement déterminés par leur fonctions polynomiales associées.

Définition 2.37 (Dérivée d’un polyndme). Soit P € A[X], P =3 a; X",
i=0
On appelle dérivée de P le polynéme P’ = Y ia; X~ 1.
i=1
Et on définit par récurrence P¥) = (P*=1)" et P(O) = P,

Proposition 2.38. On a la relation suivante :
(PQ) = P'Q+ PQ/
Lemme 2.39. Soit A un anneau intégre, P € A[X] et a € A. Alors :
my(a) =n = P®(a)=0,Y0<k<n-1

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur n, la multiplicité de a dans P.
— Initialisation : Pour n =1, X —a | P et donc P(a) =0

— Posons n tel que c¢’est vrai pour tout polynéme de multiplicité n. Soit P tel que my(a) = n+1.
Il existe Q € A[X] tel que P = (X —a)" Q.

P = (n+ 1)(X = 0)"Q + (X — 0)™'Q' = (X — a)"((n + 1)Q + (X — a)Q))
Comme Q(a) # 0, on applique 'hypothese de récurrence & P et on obtient que
VE<n—1 (P)Y®(a)=P*(a)=0
O

Proposition 2.40 (Admis). Soit A un anneau de caractéristique 0, alors on a une formule de
Taylor exacte pour les polynomes.

Va € A, P(X)= zn: P UZ!(“) (X — a)*

k=0

pour tout n > deg(P).
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2.5 Classification des idéaux premiers de A[X], avec A anneau principal
Théoréme 2.41. Soit A un anneau principal. Alors les idéauz premiers non nuls de A[X] sont les
idéaux de la liste suivante :
— pr =<7 > ouw est un élément irréductible de A.
— pp=<f>, ou f € A[X] est un polynéme irréductible de degré > 1.
—myp =<, f >, ol w est un élément irréductible de A et f € A[X] unitaire, irréductible
modulo 7.

Les deux premiers sont les idéaux principaux engendrés par un irréductible de A[X].
De plus,

— pr nlest pas mazximal.

— Si A posséde une infinité d’éléments irréductibles deux d deux disjoints non associés, alors ps
est premier mais pas mazximal.

— My, s est mazimal.

Rappel 2.5.1 (Irréductibilité). — Si 7w est un élément irréductible de A, alors A/ < m > est
un corps parce que dans un anneau principal idéal engendré par un élément irréductible est
maximal.

— Soit f € A[X] et f la classe de f dans A/ <7 > [X] = A[X]/ <7 >.
alors f irréductible modulo 7 signifie que f est irréductible dans A/ < m > [X].

Rappel 2.5.2. Si f est un polynome primitif de A[X] de coefficient dominant inversible modulo
m, et [ est grréductible dans A/ < m > [X], alors f est irréductible dans A[X].

Démonstration. — Si m est un irréductible de A. Soit g € A[X] et on note g € (4/ <7 >)[X] la
classe de ¢ modulo 7. On rappelle

AlX]/) <> (A[X]/ <7 > A[X])

Comme A est principal, A/ < 7 > est un corps et donc (A/ < 7 >)[X] est un anneau inteégre
(qui n’est pas un corps car les éléments inversibles sont des polynémes constants). Donc < 7 >
est un idéal de A[X] premier mais pas maximal.

— Soit f € A[X] de dégré > 1 et irréductible. A principal = A factoriel = A[X] factoriel.
Tout élément irréductible de A[X] engendre un idéal premier.
Si de plus A possede une infinité d’éléments irréductibles deux a deux disjoints non associés,
alors il existe m € A irréductible de A tel que 7 ne divise pas le coefficient dominant de f.
Alors < f >C< m, f >, et c’est une inclusion stricte.
En effet, si on avait m €< f > alors

dge A[X] ©=fg

ce qui n’est pas possible quand on regarde les degrés

Montrons que < 7, f ># A[X]. Supposons que < m, f >= A[X], autrement dit, il existe
g,h € A[X] tels que g + fh = 1.

fg=1dans (A/ < 7 >)[X].
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Comme f est inversible dans (A/ < m >)[X] et comme A/ < m > est intégre on a que
deg f = 0.

Comme 7 ne divise pas le coefficient dominant de f, on a deg f = deg f = 0, ce qui contredit
deg f > 1.

Donc < 7, f ># A[X] et py =< f > est un idéal premier mais pas maximal.

— Soit 7 irréductible de A, f unitaire de A[X] irréductible modulo .
AX] — A/ <7 > [X] — (A)/ <> X))/ < f>

\_/

®
Le morphisme ¢ est surjectif de noyau < 7, f >.

AlX]/mq p 2 (A) <7 > [X]/ < f>)

Et donc A/ < 7 > [X] est principal. A est principal donc < 7 > est maximal donc A/ < 7 >
est un corps. Comme A/ < 7 > est un corps donc (A/ < 7 >)[X] est principal.

Comme f est un irréductible de (A/ < m >)[X], on a que A/ < 7 > [X]/ < f > est un corps.
Donc A[X]/m, ; est un corps, donc m,  est maximal.

Réciproquement, on choisit p un idéal non nul de A[X] qui est premier.
pN A est un idéal de A premier. Comme A est principal, soit pN A = {0}, soit il existe 7 irréductible
de Atelque pNA=<m>.
— Supposons que pNA =<7 >.
On prend p 'image de p dans A/ < m > [X] qui est principal.
p est un idéal premier de Panneau principal A/ < 7 > [X].

— Soit p={0} = p=<7>.
— Soit p est engendré par un polynéme unitaire et irréductible de A/ < = > [X].

p=<f>

f est un polynoéme unitaire de A[X] tel que fest irréductible.
Donc il existe g € p telle que g = f.

Jne A[X] f=g+rhk

Comme 7 € p,ona f €p. Donc my y Cp C Adonc my y=p.
— Supposons que p N A = {0}.
On choisit f un élément non nul de p de degré minimal et par hypothese, deg f > 1.
On écrit f = afy, avec fo € A[X] primitif et o € A.
Nous avons donc que « € p ou fy € p.
Or a ¢ p car pN A= {0}, donc fy € p.
Supposons g € p non nul, alors degg > deg f > 1. On écrit ¢ = hf + r, avec h € K[X], ou
K est le corps des fractions de A et r € K[X] de degré < deg fy. (Division euclidienne dans
K[X]). On a h # 0 par minimalité du degré de fy. On aurait sinon g = r et degr < deg fo,
ce qui est absurde.
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On choisit d € A tel que dh et dfy soient dans A[X].

dr=_d g — dh fo €p
~ e ~~
€A €p EA[X]\e?JJ
dg = fohd et c(dg) = c(fo)c(dh) = c(dh) = dc(g)
donc h € A[X] car g = foh et donc p =< fo >.

2.6 Fractions rationelles

Définition 2.42. On écrit tous les éléments de K (X) sous la forme % avec P,Q € K[X] et Q # 0.

Théoréme 2.43 (Décomposition en éléments simples). Soit K un corps. toute fraction rationelle
F = g € K(X) admet une décomposition comme somme d’éléments simples, c’est-a-dire comme la
somme d’un polynome T € K[X| (appelé partie entiére de F) et de fractions % ot J,H € K[X],
H irréductible, k > 1 et degJ < deg H.

De plus si Q = Hfl ---Héc" et P et Q premiers entre euzx, alors

P

Ji Jzﬁ Jzn
Ao L2 i

O FZ = -
B H, ' H? H;™

3 Corps

Définition 3.1. Un corps est un anneau commutatif dans lequel tout élément non nul de K* =
E\ {0} est inversible.

Définition 3.2. La caractéristique de K est I’entier n tel que le noyau du morphisme d’anneaux

7Z — K
1 — 1g

soit Z/nZ, notée car K.

Exemple 3.0.1. Q,R,C sont des corps de caractéristique 0.

— Lorsque p est premier, Z/pZ et Z/pZ(T)(corps des fractions) est un corps pour tout p. Notons
que Z/pZ(T) est infini.

— Q[i] = {a + bi, o a,b € Q} = Frac(Z]i]) est corps de car 0
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3.1 Corps et espaces vectoriels

Définition 3.3. Soit K un corps. Une extension de K est un corps L tel que K soit un sous corps
de L.

Remarque 3.1.1. Si L est une extension de K, (noté L/K ), alors L est muni ipso facto d’une
structure de K-espace vectoriel via la loi X dans L.
En effet, la loi externe définissant la multiplication par un scalaire (élément de K ) est la loi interne
de multiplication dans L.

D’autre part, si ¢ : K — L est un morphisme de corps, il est injectif :
Le noyau de ¢ est un idéal de K. Comme K est un corps, ses seuls idéauz sont {0} et K.
On note qu’il ne peut pas étre K car ¢(1x) = 1r.

Alors on peut identifier K a ¢(K). L est une extension de ¢(K). On étend la définition précé-
dente en disant que L est une extension de K.

Exemple 3.1.1. K(T') est une extension de K.

Définition 3.4. Soit L une extension de dimension finie sur K.
Alors la dimension de ce K-espace vectoriel est un entier supérieur a 0 qu’on appelle le degré de L
sur K que l'on note [L : K]. On dit dans ce cas que L est fini sur K.

Théoréme 3.5 (de la base télescopique). Soit M un corps, L un sous corps de M et K un sous
corps de L.

Alors lorsque (e;);cr est une base de L sous K et (f;)icr est une base de M sous L, alors la famille
(eifj)i,jyerxs est une base de M sous K.

Exemple 3.1.2. Q(v2) = {a+bv2|a,b € Q} est une extension sur Q de degré 2.
M = {z+iy|z,y € Q(v2)} est une extension de Q(v/2) de degré 2.
M est une extension de Q de dimension 4 et une base est {1, i,V2, z\/ﬁ}

Démonstration. — Montrons que (e; f;) est libre.
Soient A; ; € K tels que
Z Aijeif; =0

ijEIXJ

et (A; ;) est une famille presque nulle. Alors on a

> <Z )\i,jez) fi

jeJ \iel
(f;) est une famille libre de M sous L, ce qui implique que pour tout j € J.
Z )\i,jei =0
iel
La liberté de la famille (e;) sous K implique que pour tout j € J et tout ¢ € I, A; ; = 0.

— Montrons que (e; f;) est génératrice de M sur K.
La famille f; est génératrice de M sur L.

Soit © € M, z; une famille presque nulle de L telle que x = > =z, f;.
jeJ
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La famille e; est génératrice de L sur K.

Pour tout x; # 0, 3(A\; j)icr presque nulle telle que z; = Y~ A; je;.
i€l
Pour tout j tel que x; = 0, on choisit A; ; = 0.

Onaz= >  \jef;,avec (\; ;) une famille presque nulle.
(5,4)EIxJ

Corollaire 3.6 (important). Si L/K est fini et M/L est fini, alors M/K est fini et
[M:K]=[M:L]L: K]

Définition 3.7. On considére L/K une extension de corps et o € L.

— On note KJa] le sous-anneau de L engendré par K et a. C’est aussi ’ensemble des P(«) avec
P e K[X].

— K(a) le sous corps de L engendré par K et . C’est aussi I’ensemble des F(«) ou F' € K(X).

Définition 3.8. Soit L/K une extension de corps et o € L.
On a un morphisme d’anneaux et de K-espaces vectoriels :

¢:K[X] — L
P —~ Pa)

— Si ¢ est injectif, alors K[a] = K[X] et K(a) = K(X). On dit que « est transcendant sur K.
— Si ¢ est non injectif, on note 7 le générateur de ker ¢. On dit que « est algébrique sur K et
on note 7 le polynéme minimal de o sur K. Ce polyndéme est unique et unitaire.

Remarque 3.1.2. Bien noter que les notions d’éléments algébriques ou transcendants dépendent
du corps de base K. Tout élément de L est algébrique sur L.

Notons que m est irréductible sur K. Comme L est intégre, alors si le produit de deux polynomes de
K[X] s’annule en «, alors l'un d’euz s’annule en «.

Exemple 3.1.3. — i est algébrique sur Q de polynéme minimal X2+ 1, L=C, K = Q.
— Si P € K[X] unitaire tel que P(«) = 0, alors P est le polynéme minimal de « si et seulement

si P est irréductible sur K.

Remarque 3.1.3. Le nombre d’éléments de C algébriques sur Q est dénombrable. Donc il y a une
infinité d’éléments transcendants sur Q.
e est transcendant sur Q.

Proposition 3.9. Soit L/K une extension de corps et o € L.
1l y a équivalence entre les assertions suivantes :

— « est algébrique sur K

— Kla] = K(a)

— Kla] est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Si on a l'une de ces assertions, alors Uentier [K («) : K| est le degré du polynome minimal de a sur
K et on Uappelle le degré de o sur K.
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Démonstration. — 1 = 2
Si a algébrique sur K[a] =2 K[X]/(m) et 7 est un irréductible de K[X] on a que K[X]/(w)
est un corps.
K[X] est un corps qui est égal & son corps des fractions.

— Réciproquement, « est transcendant sur K. K[a] = K[T] qui n’est pas un corps, donc on n’a
pas K[a] = K(«).

—1 =3
Si 7 est un polynéme minimal de « sur K, alors K[a] & K[X]/(7) qui est un K-espace
vectoriel de dimension le degré de 7. Ceci utilise la division euclidienne dans K[X] :
On a que 1, X,..., X487~ est une famille génératrice de K[X]/(n).
On prend P € K[X] et on fait la division euclidienne de P par 7 : 3Q, R € K[X] tels que
P =Qn+ R avec deg R < degm et R(X) = P(X).
S’il existe P de degré < degm tel que P(a) = 0, alors m divise P et donc P = 0. Ainsi la
famille (1, X, ..., X971 est libre.

— Réciproquement,
Si « est transcendant sur K, le K-espace vectoriel K[a] est isomorphe a K[X] qui est de
dimension infinie.

O

Définition 3.10. Une extension L/K est dite algébrique si tout élément de L est algébrique sur K.

Remarque 3.1.4. Ainsi, toute extension finie est algébrique.
Soit L/K finie et a € L, K[a] C L et donc c’est un espace vectoriel de dimension finie. Donc
d’apres la proposition précédente, o est algébrique sur K.
Théoréme 3.11. Soit L/K une extension de corps.
On note M l’ensemble des éléments de L qui sont algébriques sur K.
— M est un sous corps de L.

— Tout élément qui est algébrique sur M est dans M. On dit que M est la cloture algébrique de
L dans K.

— Si L est algébriquement clos, M est algébriquement clos. On dit que M est la cléture algébrique

de K.
Exemple 3.1.4. C est une cloture algébrique de R.

Exemple 3.1.5. C n’est pas une cloture algébrique de Q. B
Si on note Q I'ensemble des éléments de C algébriques sur Q, on a que ) # C. On peut montrer
que Q est dénombrable.

Démonstration. — 0,1e M — KCM

— Montrons quesiz € M,z #0, ' € Met —x & M.
Size M, x € Let Pe K[X], P#0 tel que P(z) =0.
v 'eLet —z€L. Sid=degP onaQ(X)=XP(1/x) € K[X] et Q(z~!)=0.
S(x) = P(—z) € K[z] et S(—x) =0.
Ici on a construit explicitement les polynémes @ et S a partir de P.
Alorsz=let —x € M
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— Montrons quesiz,y e M, x+yetxxyc M.

K[z] est un K-espace vectoriel de dimension finie,
y est algébrique sur K, donc a fortiori K (z) = K[z], donc K|[z][y] est de dimension finie.
x+yet zxy € K[z][y] donc K[z+y] et K[z*y] sont des K-espaces vectoriels de dimension
finie car ce sont des sous espaces vectoriels de K |[z][y]

Alors M est un sous-corps de L

— Soit a € L algébrique sur M.
Il existe P € M[X]
P=X"a,+ - +a

tel que P(o) = 0. Comme chaque a; est algébrique sur K, on a par itération que K' =
Klag, - ,an,—1] est un corps qui est une extension finie de K.
K'[a] est une extension finie de K’ puisque P(a) =0 etP € K'[X]. {

[Kla]: K] = [K[a] : K'][K' : K] < 00

donc « est algébrique sur K et donc a € M.

— Si P € M[X] non constant, il admet une racine a € L (car L est algébriquement clos).
« est algébrique sur M = « algébrique sur K = a € M par le point précédent.
M est dont algébriquement clos.
O

Remarque 3.1.5. Si o € M, K[X] est un K-espace vectoriel mais la cloture algébrique sur K
n’est pas forcement un K-espace vectoriel de dimension finie.

Remarque 3.1.6. Q est dénombrable car Q est dénombrable.
C n’est pas dénombrable ce qui démontre ’existence de nombres transcendants sur Q.

3.2 Corps de rupture et corps de décomposition

Etant donnés K un corps et P € K[X], on cherche une extension L de K telle que P ait une
racine dans L ou toutes ses racines dans L.

Définition 3.12. Soit P un polynéme irréductible dans K[X].

On dit qu'une extension L de K est un corps de rupture de P sur K s'il existe une racine a € L de
P telle que L = K[a] = K(a).

Ainsi, un corps de rupture est une extension dans laquelle P a une racine et qui est minimale pour
cette propriété.

Théoréme 3.13. Pour tout polynéme irréductible P de K[X] il existe un corps de rupture L. De
plus, L est unique a un K-isomorphisme preés.

Remarque 3.2.1. L’unicité n’est pas vraie si P est non irréductible.
P(X) = (X? - 2)(X? - 3) € QX]

Q(v2) et Q(v/3) ne sont pas Q isomorphes car Q(v/3) ne contient pas les racines de X% — 2.
En effet, Q(v3) = {a+bV3 | a,b € Q}

(a+bv2)% = a® + 2abV/3 + 3b # 2 sauf si ab =0
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Sib=0, a=+2= % ce qui n’est pas possible.
Sia=0, bW3=v2 = V6 € Q ce qui nest pas possible non plus.

Démonstration. — Comme P est irréductible sur K on a :
L = K[X]/ < P> est un corps car K[X]est principal
L est une extension de K donc le plongement :

o: K — L
A=A

est un morphisme de corps.
Si on note a = X la classe de X dans L. P(a) =0,L = K|«] donc L est un corps de rupture
de P sur K.

— Si L est un corps de rupture de P dans K
Soit o tel que L' = K[a'] et P(a’) = 0, alors Papplication

¢:K[X] = L
Q ~ Q)

et surjective de noyau < P > (ker ¢ D< P >)
Par un théoréme de factorisation, on obtient un isomorphisme entre L et L’ qui est un K-
isomorphisme.

O

Exemple 3.2.1. C est le corps de rupture de X2 + 1 dans R.
Q(i) est le corps de rupture de X2 + 1 dans Q.
Q(+/2) est le corps de rupture de X3 — 2 dans Q.
Mais c’est aussi le cas de Q(5v/2) et Q(j2+/2), avec j = e
le cas des autres.

Lorsque P est de degré 2, il n’y a qu'un seul corps de rupture. Si « est une racine de P =
X2+ aX +b, alors —a — « est I'autre racine.

2im

5. De plus, Q(3/2) C R, ce qui n’est pas

Remarque 3.2.2 (Important). Si L est un corps de rupture pour P dans K, alors :
[L: K] =degP

P(a) =0, et donc {1, a,a?,. .. ades P_l} est une base de L sur K (génératrice grace a la division
euclidienne).

Définition 3.14. Soient K un corps et P € K[X] (on ne suppose pas forcément P irréductible).
On dit qu’'une extension L de K est un corps de décomposition pour P sur K si et seulement si L
vérifie les propriétés suivantes :

— P est scindé sur L (produit de polynémes de degré 1).
— L est engendré comme corps (ou comme anneau) par les racines de P sur K.

Ainsi un corps est décomposition est une extension minimale de K pour laquelle P est scindé.
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Théoréme 3.15. Pour tout P € K[X], il existe un corps de décomposition pour P sur K qui est
unique a K-isomorphisme prés.

Démonstration. — FExistence :
On procede par récurrence sur le degré de P.
— Pour deg P < 1, c’est évident : L = K
— Soit @ un facteur irréductible sur K de P. Comme () est irréductible, il admet un corps
de rupture sur K, K’ = [z], Q(z) = 0.
On écrit P(X) = (X —x)P1(X), avec P; € K'[X]. On a deg P, = deg P — 1.
On peut alors appliquer ’hypothése de récurrence a Py sur K'.

Il existe L = K (xa, -+ ,xy) tel que Py est scindé sur L et xa,- -, x, sont des racines de
P.On adonc L = K(z,za, - ,&y,) est bien un corps de décomposition pour P sur K :
— Unicité :

On démontre par recurrence sur le degré de P 1’énoncé suivant :

"Si ¢ : K — K’ est un isomorphisme de corps et P un polynome de K[X] et L et L’ sont des
corps de décomposition pour P (respectivement pour ¢(P)) sur K (respectivement sur K'),
alors il existe un morphisme de corps 9 : L — L’ qui prolonge ¢" On obtiendra le résultat
voulu en prenant ¢ = idx.

Si P est scindé, on a L = K, L' = K’ et l’affirmation est évidente.

Sinon, on considére o € L une racine de P dans L/K de polynéme minimal @ (on sait que
Q| P).

#(Q) admet une racine o € L' et K[| et K'[/] sont des corps de rupture sur )(respectivement
?(Q)) sur K (respectivement sur K').

/

On prolonge ¢ en ¢ : K[a] — K'[o/] en posant ¢ (o) = /.

Soit R € K[X], ¢1(R(a)) = ¢(R)(’) ce qui a bien un sens puisque les polynémes minimaux
de a et o' sur K et K’ sont @ et ¢(Q) respectivement.

Ona P(X)=(X —a)P; et ¢(P)(X) = (X —'¢1(Py), on a juste a appliquer I'hypothese de
récurrence a Py et ¢1(Py) sur Kla] et K'[o/].
On obtient bien ¢ : L — L’ qui prolonge ¢; et donc ¢.

O

Remarque 3.2.3. L’unicité est "meilleure” que pour les corps de rupture.
Si L et L' sont deuz corps de décomposition pour P sur K et quel C M etl’ C M, avec M/K une
extension de corps, alors

L=L=K(z1,...,2,)

ot 1, ...,T, sont les racines de P dans M.

4 Corps finis

Un corps fini est un corps qui a un nombre fini d’éléments.
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Sa caractéristique est forcément p premier. Si c¢’était 0, alors Z s’injecterait dans K et Z serait
infini.
K peut étre vu comme une extension de [F,, via le morphisme :

F, —- K
1 — 1k
K est en particulier un espace vectoriel de dimension finie K : F,, et | K| = pl®:Fr]
Icei F, = (Z/pZ,+, x), p premier. A isomorphisme pres, il y a un seul corps & p éléments.
F, = (Z/,Z+, x) est un corps si et seulement si n est premier.

Théoréme 4.1. Soit ¢ = p™, avec p premier et n > 1. Alors il existe un corps de cardinal q unique

a isomorphisme prés. C’est le corps de décomposition pour X? — X sur F,. On le note F,.

Rappel 4.0.1 (Utile pour la preuve). Si « annule P et sa multiplicité est supérieure ou égale d 2,
alors P'(a) =0 :

P(X) = (X - a)’Q(X) = P'(X) =2(X - a)Q(X) + (X —a)?Q"(X) =0

Démonstration. — Existence :
Soit K le corps de décomposition de X9 — C' sur Fj,.
On note K’ I’ensemble des racines dans K de X9 — X.
K’ est en fait un corps : 0,1 € K'. Siz,y € K"’
Montrons que (z +y)? =29 +y? =z +y.
Pour montrer I'identité précédente, on observe que pour tout > 0 et pour tout =,y € K on a
(x4 y)pk =27 + ypk. Cela se montre par récurrence grace a la formule (z + y)? = 2P + .
p| (}) lorsque 1 <k <p—1laussi (z+y)P=>1_oF)a*yPF =aF +y?

x € K', alors —x est aussi dans K'. En effet, si carK =2, —x = x — 2z = 1.
Si carK est impaire, (—2)? = —27 = —x.

Evidemment z,y € K/ = zy € K', car (z % y)? = 299 = xy

reK'z#0 = LeK.

Alors K’ est un sous corps de K.

Donc par la définition de corps de décomposition K/ = K.

La dérivée de X9 — X est gX9 1 — X et X971 —1=1
Donc toutes les racines du polyndéme sont simples et il y en a exactement gq. K est bien un
corps de cardinal q.

— Unicité :
On considére L un corps de cardinal q.
On sait que Vo € L\ {0}, 2971 =1 (théoréme de Lagrange appliqué au groupe multiplicatif
L\ {0} et cardinal ¢ — 1), donc :

VeeL z9—x=0

X% — X est scindé dans L (car il a ¢ racines distinctes).
L contient un corps de décomposition pour X? — X sur F,. Autrement dit, un K; qui est
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isomorphe & K (d’aprés les propriétés de décomposition).
LiCcLet|Ky|=gq=|L]| = Ki=L2K.

Exemple 4.0.1. — P = X2+ X + 1 est irréductible sur F et
Fo[X]/ <a® +a+1>2Fy
On prend « une racine de z2 + = + 1.
FolX]/ <2’ +x+1>={a+ab|abecF,}=Fy

La table de multiplication :

* 0 1 a 14+«
0 0 1 « 1+«
1 1 1 a a+1
a a a| a+1 1
l+a | l+a | « 1 a

Caronacar Fy =2et donc a? = (> +a+1)+a+1=Pla)+a+l=a+1.
Deplisala+1)=a?+a=a+1+a=1.

— 2% + 2 + 1 est irréductible sur Fy et Fo[X]/ < 23 + 2 + 1 > Fg.

— ]Fg[X]/<IE2+1 > Fy

Exercice 4.0.1. Si K est un corps fini et P € K[X] irréductible sur K, alors le corps de rupture
de P sur K est aussi un corps de décomposition pour P sur K.

Remarque 4.0.1. F,» est une extension de Fpm si et seulement si m divise n.
Ainsi Fg n’est pas une extension de Fy.

Démonstration. — [Fypn : Fym] =d €N
Pt = |Epn| = |Fym | = pm? = n =md.
— Réciproquement, si m | n, on écrit n = md
Ona XP"~! —1 divise XP" 71 — 1 et XP" — X divise X?" — X
Toutes les racines de X?” — X sont racines de X?" — X, donc EFpm C Fpn.
O

Remarque 4.0.2 (Morphisme de Frobenius). Soit K un corps de caractéristique p > 0 et ¢ : K —
K définie par v(x) = aP.

Alors v est un morphisme de corps, donc injectif. Si K est fini, alors 1 est un automorphisme de
coTps.

Ainsi v(xz +y) = (x +y)? = 2P + yP,Va,y € K.

De plus {x € K | a? =z} =T,,.

Cela fournit une famille de morphismes K — K :

b, Wo og=yn:
n fois

Pour P € F,[X], ¢ =p", on a Y(P(x)) = P(¢Y(x)), car F, est de caractéristique p.

K-> K
x = zP"
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4.1 Polyndémes irréductibles sur un corps fini
Soit I(n,q) le plus petit polynéme unitaire de degré n irréductible sur F,,.

Théoréme 4.2. Pour tout q puissance d’un nombre premier etn > 1 on a I(n,q) > 0.
Plus précisément :
1 n
I == —)q?
ou p est la fonction de Mobius :

(k) = 0 s’il existe | premier tel que 12 divise k
pr) = (=1)" sik=p1-pa-... p, avec p; premiers distincts

1 sin=1
d) = .
Z #(d) 0 stnon
d|n
Démonstration. On peut se ramener a n sous facteur carré n = py ...p, avec p; premiers distincts.

T

Zu(d) = Z(—l)j# {d | n : nombre de facteurs premiers de d est j}
d| j

= (1-1)"=0sir>1

Lemme 4.4. Soient f et g des applications de N* dans C, alors :

Vn €N g(n) = Y f(d) <= ¥Yne N f(n) = u(5)g(d)
d|

d|n
Démonstration. Si g(n) =3_,, f(d) alors :

> n(5)9(d)
d|n

S n(5) >0
d|n

l|d
n
= Zf(b) Z M(E)
ln d|n, l|d
——
d=ld’, d'| %

= YO n)

IIn ik
= D> ) Y u(m)
ln m| %

0, sauf si l=n

= f(n)
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Démonstration du théoréme. 1l suffit de montrer que ¢" = Zd‘n dI(d,q).
Considérons Q = X" — X et sa décomposition en produit de polynoémes irréductibles unitaires :
Q=P ...P.
Tous les p; sont distincts car si P; = P;(i # j).

PQ = PQ =1

Montrons que les P; sont exactement les polyndmes irréductibles unitaires dont le degré divise n.
Soit P un polyndéme irréductible de degré d. Supposons d|n. Soit « dans un corps de rupture pour

P tel que P(z) = 0. Ce corps est de degré d sur F,. Il est donc isomorphe & [F 4. Donc 24" = 1.

Avec d|n, on a 29" = x. Soit m = kd. Si thga est le morphisme de Frobenius z — qu, alors

¢§d($) = ¢qd O"'qud(x) _ an .

On a Q(z) = 0. Comme P est le polyndéme minimal de = sur F,, on a donc P|Q.

Réciproquement, si P|Q de degré d.
Toute racine x de P annule @, donc F,a est le corps de décomposition de Q qui contient Fya = F[z],
donc d|n (comme pour le théoreme de la base télescopique, Fq C Fya C Fyn).

En calculant le degré de @ on en déduit que

q"=> degP; = dI(d,q)
7 d|n

Exemple 4.1.1. ¢=2, n=4, 2* =16
X6-X=X(X-DX*+ X+ D)X+ X+ D)X+ X3+ D)X + 2 + 22+ 2+ 1)

1(2,2) = ;Zu(z)zd = %(4_ 2) =1
d|2

I(4,2) = izlju(z)zd = 2(24 -2 =3
dl|4

Corollaire 4.5. Pour tout n et tout q puissance d’un nombre premier :

I(n,q) >0
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Démonstration.

nl(ng) = > u(5)d

d|n

> qn o Z qd
dln, d<n

> qn _ Z qd
1<d<|%]

3] — 1
ql2

_ o

= 4

> 0

4.2 Critéres de réductibilité sur Q et F, = Z/pZ

Pour étudier la réductibilité d’un polyndéme sur Q on peut toujours se ramener & un polynoéme
sur Z primitif.

Proposition 4.6. Soit P =a, X" + ...+ ao € Z[X].

Soit p un nombre premier tel que p 1 ay,.

Si P,la réduction modulo p, est irréductible sur Fp, alors P est irréductible sur Q. De plus, si P est
primitif, alors P est irréductible sur Z.

Remarque 4.2.1. a{b est essentiel : 2X? — X + 1 est irréductible sur Fy mais réductible sur Q,
1 est une racine.

Remarque 4.2.2. Ce critére est une condition suffisante mais pas nécessaire.

Démonstration. On suppose P primitif, réductible sur Q et donc aussi sur Z.
Alors il existe R, S € Q[X] , tels que P = RS

Jda,b € N x tels que aR,bS € Z[X]

abP = aRbS
c(abP) = ab = c(aR)c(vS)
p_ c(aR) ¢(bS)
c(aR) ¢(bS)
Modulo p P = QR. De plus, on a :
— degQ = deg Q
— deg R =degR

car leurs coeflicients dominants ne divisent pas p.
Donc P = QR = P n’est pas irréductible dans Z/pZ[X].
On a donc montré la contraposée de la proposition. O
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Proposition 4.7. Soit P € K[X]| et deg P = n, Si P n’a pas de racines dans toute extension de
K de degré au plus 5, alors P est irréductible sur K.

Remarque 4.2.3. Sin =2 oun = 3 ce résultat dit que si P n’a pas de racines dans K, alors P
est irréductible.

Démonstration. Soit P réductible sur K. Alors il existe @ irréductible de degré < 4 qui divise P.
Soit un corps de rupture pour @ sur K.

[L:K]=degQ <

|3

L contient une racine de @ et donc une racine de P. O

Exemple 4.2.1. P(X) = X*+4 1 € F,[X] avec p premier n’est pas irréductible sur F, alors que
X% +1 est irréductible sur Q. ,
Montrons que P a toujours une racine dans Fp2 : F2 est le corps de décomposition de X?" —X =

X(Xp2_1 — 1) sur F),. Donc les éléments non nuls de F)> sont les racines de D A
p est impair, donc p> —1 =0 mod 8 car 1,3,5 et 7 au carré donnent 1 modulo 8.

On choisit z une racine de X?"~! — 1 d’ordre 8 mais qui ne soit pas d’ordre 4.
2 —-1=0=(X*-1)(X*+1),donc z* +1=0.
Donc P a une racine dans ;> et donc P est réductible sur IF,,.

5 Réductions d’endomorphisme et polynoémes d’endomor-
phisme

FE désignera un K-espace vectoriel.

5.1 Polynoémes d’endomorphisme

On note L(F) I'ensemble des endomorphismes de F.

Définition 5.1. Soit u € L(E). Pour tout polynéme P € K[X]| = ap + a1 X + ... + a, X", on
définit P(u) par :
P(u) = apldg + aqu+ ...+ apu”

L’application P — P(u) est un morphisme d’algebres (d’anneaux) de K[X] dans L(F).
(PQ)(u) = P(u) 0 Q(u)

Proposition 5.2. Soitu € L(E) et P,Q € K[X]. Alors : P(u) et Q(u) commutent : P(u)oQ(u) =
Q(u) o P(u)

Démonstration. Grace a la linéarité, il suffit de le montrer pour P = X™ et Q = X".

u™ oy = um—i—n _ un+m =y ou™
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5.2 Polynémes annulateurs et polynéme minimal

Définition 5.3. Soit u € L(E) et P € K[X]. On dit que P est un polynéme annulateur de u si
P(u) = 0z (m)

Proposition 5.4. Tout endomorphisme dans un espace vectoriel de dimension finie admet un
polynome annulateur non nul.

Démonstration. {uF |0 <k <n?} est une famille liée car dim L(E) = n?.
O

Remarque 5.2.1. Le théoréme de Cayley-Hamilton nous dira que le polynome caractéristique est
un polynome annulateur.

Remarque 5.2.2. Si E n’est pas de dimension finie, cela n’est pas vrai en general :
Soit D : K[X] — K[X] Uapplication qui d un polynéme associe sa dérivée. Alors D n’a pas de
polynéome annulateur.

Soit Q = > a; X' € K[X].
i=0

QD)(P) =Y ia; PV
k=0
Proposition 5.5. L’ensemble I,, des polynomes annulateurs de u € L(E) est un idéal de K[X]. Si
I, # {0}, alors il admet un générateur unique appelé polynome minimal de u et noté .

Définition 5.6. Un endomorphisme u est dit nilpotent s’il existe n € N tel que u" = 0 (g).-
Dans ce cas, le polyndme minimal de u est de la forme X™ et on appelle n 'indice de nilpotence de
u.

Remarque 5.2.3. Siu admet un polynome minimal p,, de degré d, alors dim K[u] = d.

Démonstration.
b K[X] — Ky
’ P — P(u)
ker ¢ =< py(u) >
Klu) =2 K[X]/ < pu >
Donc dim K[u] = deguy =d O

Exemple 5.2.1. Si u est une homothétie de rapport A\, autrement dit si u = Aidg, alors p, = X —A.

Remarque 5.2.4. On dit que p est un projecteur si et seulement si p> = p. Ly = X2 — X sauf si
pP = ’LdE ou p = Ol)(E)

Proposition 5.7. Soit u € L(E) admettant un polyndme minimal p,, alors u est inversible si et
seulement si 1, (0) # 0

Démonstration. O
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5.3 Lemme des noyaux
5.3.1 Etude du ker P(u)
Proposition 5.8. Soient P, et QQ € K[X] tels que pgcd(P,Q) = D et u € L(E). Alors

ker P(u) Nker Q(u) = ker D(u).

Démonstration. — D |P = ker D(u) C ker P(u)
En effet, P = RD, P(u)(x) = R(u)(D(u)(x)) = 0.
Donc D(u)(z) =0 = P(u)(z) =0

ker D(u) C ker P(u) Nker Q(u).

— Montrons 'autre inclusion.
Le théoréme de Bézout affirme I'existence de U et V' € K[X] tels que U(X)P(X)+V(X)Q(X) =
D(X).
Donc Vz € E,
D(u)(z) = U(u)P(u)(z) + V(u)Q(u)(z) = 0

Donc z € ker P(u) Nker Q(u) = x € ker D(u).

O
Corollaire 5.9. Soit u € L(E) de polynome minimal de p,,. Soit P € K[X].
ker P(u) = ker D(u)
Ot D = pgcd(P, pu,).
Remarque 5.3.1. Ce résultat nous permet de nous restreindre d des P tels que P | piy,.
Démonstration. Par définition ker p,(u) = E, car ju,(u) = Oz(g), donc
ker P(u) = kerPu)NE
= ker P(u) Nker p, (u)
= ker D(u)
O

Corollaire 5.10. Soit u € L(E) de polynéme minimal p,, et P € K[X] unitaire, avec P | fi,.
Soil v = Uper P(u)-
Alors j, = P.

Démonstration. Pour tout P, ker P(u) est stable par u.
En effet, si « € ker P(u), alors P(u)(z) = 0, donc

P(u)(u(x)) = (P(u)ou)(z)

(uo P(u))(x)
= u(P(u)(z))
= O
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Donc u(z) € ker P(u).
Montrons que F' = ker P(u), Vx € F, P(v(x)) = P(u)(x) = 0.

P(0) = 0r(m), po | P
Prenons @ € K[X] tel que p, = QP.
po(u) = 0z(py = ker Q(u) C ker P(u).

5.3.2 Lemme des noyaux

Soit u € L(E).
Il permet de décomposer un espace vectoriel en somme directe d’espaces vectoriels stables par u et
adaptés a la réduction de u.

Lemme 5.11 (des noyaux). Soit (Py) une famille de polyndmes 2 a 2 premiers entre euz. Soit

u€ L(E). N N
ker ((H Pk> (u)) = @kerPk(u)
k=1 k=1

N
De plus, la projection de ker (( I Pk) (u)) sur l'un des ker P;(u) parallélement d la somme
k=1

des autres est un polynéme en u.

Démonstration. Par récurrence sur IN.

— Montrons que si P; et P> sont premiers entre eux, alors ker(P; Py)(u) = ker Py (u) @ ker Py (u).

O

5.3.3 Conséquence : Décomposition en sous espaces vectoriels stables

Soit u € L(E) avec un polynéme minimal p,,. On décompose p,, en produit d’irréductibles :

N
pa = [ pi*
k=1

ou ay > k, les pi sont irréductibles unitaires et 2 a 2 distincts.

Corollaire 5.12. N
E= @ ker (P (u))
k=1
Démonstration. La preuve consiste a utiliser le lemme des noyaux, sachant que
ker pi,(u) = E

. Les sous-espaces vectoriels ker (P.* (u)) sont stables par u. Il suffit pour réduire u de se restreindre
a chacun de ces sous espaces vectoriels. O
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5.4 Rappels d’algebre linéaire
5.4.1 Déterminants

Soit n = dim E, pour tout u € L(E), on peut associer detu € K.
Il y a plusieurs fagons de le définir.

— De maniére canonique : pour toute forme n linéaire alternée f sur F on a :
fou=det(u)x f

En effet, I'espace de ces formes n linéaires alternées est de dimension 1. De cette maniére, f
et f ou sont proportionnelles.

On qualifie cette définition de canonique car elle ne nécessite pas le choix d’une base de FE.

— Soit de maniére matricielle : det u est un polynéme explicite en les coefficients de la matrice
de U prise dans une base de E. Ce déterminant ne dépend pas du choix de la base.

D’apres 1, det(Idg) = 1.
SiuetveLl(E),

fouov = det(uov)f
= det(v)fou
det(v) det(u) f

Alors,
det(u o v) = det(u) det(v) = det(v o u)

En particulier, si v est inversible, alors
det(v™') = (detv) ™!

Le déterminant induit un morphisme de groupe :

det(GL(E),0) — (K*,%)
u —  det(u)

u est inversible si et seulement si det(u) # 0

5.4.2 Polynéme caractéristique d’un endomorphisme

On apelle polynome caractéristique de u le polynéme x, défini par
Xu(X) = det(XTde — u)

On fixe une base B de F, on définit M = Matgu. Dans ce cas x,(X) = det(CI, — M) (c’est
un polynéme en X de degré n unitaire).

La définition de x,(X) = det(X1I, — M) ne dépend pas du choix de la base. Si P inversible,
alors :
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det(XI, — PMP™) det(P(XI, — M)P™h)
det(P)det(X — I, M) det P~*

det(X 1, — M)

De cette maniere, si v inversible :
Xvouov—1 = Xu

5.4.3 Notion de valeur propre

A € K tel que 3z € E non nul vérifiant u(z) = Az.

5.4.4 Notion de vecteur propre associé a une valeur propre

Ey={z € E:u(x) =} =ker(u— A\dg)

Proposition 5.13. Les vecteurs propres associés d des valeurs propres 2 a 2 disjoints forment une
famille libre.

Corollaire 5.14. Soit E de dimension finie n et uw € L(E), alors u a au plus n valeurs propres
distinctes.

Proposition 5.15. Les sous-espaces vectoriels correspondant a deux valeurs propres distinctes sont
en somme directe.
Autrement dit,
E>\1 n E>\2 = {0} ST A1 F# Ao

Proposition 5.16. Soit u € L(FE) et P € K[X] : Pour toute valeur propre A de u :
P(u) =0y = P()\) =0k
Démonstration. Six € Ey, P(u)(z) = P(A\)z O
Proposition 5.17. Soit u € L(FE) de polynome minimal pu,,
A valeur propre de u <= p,(\) =0
Démonstration. — = : X valeur propre de u (on dit aussi A € Spec(u))
Jz € E non nul tel que u(x) = Az gy (u)(2) = pu(N)z =0

— < py(N) =0 = 3Q € K[X] tel que 11, (X) = (X — N)Q(X)
Si A n’était pas une valeur propre, alors u — AIdg serait inversible

(u=Ad)oQ=0 <= Q(u) = 0r(p)

Ce qui contredit la minimalité de p.
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Proposition 5.18. Soit u € L(E), E de dimension n. F un sous-espace vectoriel de E stable par
u. On peut définir v € L(E) par v =1u;p. On a alors :

Xo divise Xy,

Démonstration. O
Proposition 5.19. Soit u € L(E) et E=F @G avec F et G stables par v avec n = dim E.

Xu(X) = Xo(X)Xw(X)
avec v = U et w = ug
Démonstration. La méme que précédemment, on posant (f,11, f) une base de E. Dans ce cas-la,
B =0,D=matg,,,,. sywdet(XI,, — D) = xw(X) O
5.5 Endomorphismes cycliques

Soit u € L(E) et x € E non nul. Le sous espace vectoriel cyclique E,, , est le plus petit sous
espace vectoriel de E contenant x et stable par u.

Il est engendré par les uF(z), k € N et si la dimension de cet espace est p, alors la famille
(z,u(x),...,uP~1(x)) est une base de E, ;.

Démonstration. — Soit F C vect(x,u(x),...,uP~1(x)).
x € F et F est stable par u.
Donc Ey , C F.
— Réciproquement, les uk(x) €l carx € By, et E,, est stable par u. Donc F C E,, ;.
On en conclut que E, , = vect(z,u(z),...,uP~!(x)). O

On désigne par fi,, , le polynéme minimal de u en z, c’est a dire le générateur unitaire de I'idéal
{P € K[X] | P(u)(z) = 0}

Comme dim F est fini cet idéal est non réduit & {0}.
Si oy, = X4+ Zz;é apX* alors la famille (z,u(z),...,u?"!(z)) est libre.
La famille est génératrice.
En effet, si on écrit v = 3 Bruf(2) = P(u)(x), avec P =Y B X*.
On fait la division euclidienne de P par p, 4 :
P=Quyz+R, degR<d-1
v = Pu)(r) = Qu)pu.o(u)(x) + R(u)(z) = R(u)(z)
Car py »(u)(z) = 0 par définition.

P(u)(z) € vect(x,u(z),...,u?"1(z))
On a aussi (u*(z))ren base de E, ., donc en particulier, d = dim E,, ; — p.

Définition 5.20. u € L(E) est dit cyclique si et seulement si 3x € E tel que E = E,, ,.
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Exemple 5.5.1. Si dim F = 2, u est soit une homothétie, soit un endomorphisme cyclique.

— Soit pour tout # € E non nul, dim(z,u(x)) = 1.
Ve € E,3N; € K,u(z) = M.

— Az ne dépend pas de x. En effet, si x et y sont non colinéaires :
wx+y) =Xpy(@+y) =+ Ay = Aoty —A2) = Aagy — Ay

Donc Apty = Az = Ay.

— Si z et y sont colinéaires, alors 3z non colinéaire & x et donc a y. D’apres ce qui précede,
Az = Az = Ay

Donc A\, = A ne dépend pas de z, et donc u est une homothétie.

— Sinon 3z € E tel que (z,u(x)) est une base de E et dans ce cas u est cyclique

Exemple 5.5.2. Soit © € L(FE), dim E = n, On suppose que u admet n valeurs propres distinctes.
Alors u est cyclique.

Soit ; un vecteur propre associé a la valeur propre Aj;.

La matrice de passage entre (z1,...,7,) et (z,u(z),...,u" " 1(x)) est une matrice de Vander-
monde.

w(@) = Newy + -+ Mo, wF(z) = Mo+ + Mo

LA A2 At
Y I X A3 - At
TP VDY An—t

On a que det M = 0 si et seulement si les \; sont disjoints et

det M = [N — M)

1<j

Proposition 5.21. Soit u € L(E) cyclique avec dim E = n, alors le degré du polyndme minimal
Ly est égal a n.

Démonstration. Soit x € E, E, , = Vect ({uk(x), € N}) = FE. Si deg i, < m, cela implique que

la famille {z,u(x),...,u" " *(z)} est lie, ce qui contredit E,, = E. En effet si degu, < n alors
(M) Ypeeru Xk — () En prenant I'image de z, Y08 Ak (z) = 0. Donc deg uz > n.
La famille {x,u(a:), A u”_l(x)} est une base de E. Donc il existe ag, ..., a,—1 € K tels que

u(x) = Z_: apu®(x)
k=0

Montrons que P(X) = X" — Z;é a, X* est un polynéme annulateur de u. Il suffit de montrer que
P(u)(ulz)) = 0p pour tout 0 <k <n—1car {z,...,u" *(z)} est une base de E. C’est vrai pour
k =0 d’apres (*)
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P(u)(u(z)) = (P(u)ou®)(z)

car les polynémes d’endomorphismes commutent.

P(u)(u*(z)) = U* (P(w)()) = O
=0

P est u polyndéme annulateur de u. u,, | P donc deg p, < deg P = n. O
Proposition 5.22. Soit u € L(F) et dim F = n = deg u,, alors u est cyclique.

Démonstration. On sait que 3z € F, py = fy,z. dim By, , = deg iy = n donc u est cyclique. O

5.6 Matrices compagnons

Définition 5.23. La matrice compagnon ou matrice de Frobenius d’un polynéme unitaire P(X) =
X" = 070 ap X est la matrice

0 0 0 ag
1 0 0 a1
op=|0 1 0 as
00 ... 1 Ap—1

Remarque 5.6.1. Soit u l'endomorphisme de E tel que C, soit la matrice de v dans une base
B= (617 RN ,en).

S

— uler) = ez
— u(ej) =ejpq pourj€{2,...,n—1}
— u(en) ZZ;(I) Ak€k+1

uk(e;) = exr1 pouri € {1,...,n —1}

nes

(u™ — z_: arpu®)(e1) = 0p
k=0

Remarque 5.6.2. Un endomorphisme u € L(E) est cyclique s’il existe une base B de E telle que
la matrice de u dans cette base soit une matrice compagnon.

Démonstration. — Soit z € E tel que E, , = E, et on choisit B = (z,u(z),...,u" ! (x)).
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5.6.1 Polynéme caractéristique

Proposition 5.24. Le polynome caractéristique de Cp, la matrice compagnon associée a P, est P.

X 0 e 0 —ap

-1 X ce 0 —ai
Démonstration. A(ay,...,an)(X) =det(XI, — Cp) = 0 -1 ... 0 —a2

0 0 ..o -1 X -— Ap—1

On développe par rapport a la premiere ligne.

Alay,...,a,)(X) = ()" XA(ay, ..., a4, — 1)(X) + (=) (=1)""Lag

et donc A(ay,...,a,)(X) = XA(ay,...,a,—1)(X)—ag Et par itération on obtient A(ay,...,a,)(X) =
X =Sy xk O
k=0 Ok

Proposition 5.25. Soit u € L(E) cyclique et x € E tel que B, , = E. On choisit les ay, € tels que

Alors xu(X) = X™ = S0 20 ap X*

Remarque 5.6.3. Un corollaire direct de cet énoncé dit que tout polynome unitaire de degré n
dans K[X] est le polynome caractéristique d’une matrice de M, (K).

Théoréme 5.26 (Cas cyclique du théoréeme de Cayley-Hamilton). Soit u € L(E) cyclique, alors
Xu le polynome caractéristique de u est un polynome annulateur de u.

Démonstration. Cela découle du fait que dans (z,u(z),...,u""!(z)) la matrice de u est une matrice
compagnon associée & un P € K[X]. P est construit pour que P(u)(x) = Og.
On a P(u) = Oz gy et xu = P. O

Exemple 5.6.1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme nilpotent soit
cyclique est que son indice de nilpotence soit égal a n = dim F.

5.7 Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 5.27. Soit u € L(E) et dimE = n. Alors le polyndme caractéristique de u est un
polynome annulateur de u.

Xu(u) = Oz(p)

Démonstration. Soit x € E non nul. E,, , = Vect (() u*(x)) stable par u.
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5.7.1 Sous-espaces caractéristiques

Corollaire 5.28. Soit u € L(E) tel que x, est scindé, i.e. Xy = [[;—1(X — X;)™i. Alors E est la
somme directe des sous-espaces caractéristiques de u. En particulier, la dimension du sous-espace
caractéristique est égale a la multiplicité algébrique de la valeur propre associée.

Démonstration. x.(X) = [T;_, (X — X;)™ ot les A; sont distincts, avec P;(X) = (X — \;)™. Les
P; sont premiers entre eux. D’apreés le lemme des noyaux, on a que E = @;_, ker P;(u).

Soit vj = Upker P;(w)- On a que X, = H;:1 Xv,- Or la seule racine de P; est \;, v annule P; et
deg P; = m;. Donc m; est bien la dimension du sous-espace caractéristique associé a \;.

deg x», = dim(ker P;(u)) = m;

5.7.2 Multiplicités

u € L(E) , A valeur propre, dim F = n.
me(A) la multiplicité algébrique de A est sa multiplicité en tant que racine du polynoéme carac-
téristique xy.

110
M=[0 1 0], ma(1)=3
00 1

My (A) la multiplicité minimale de A est la multiplicité de A en tant que racine du polyndme
minimal p,,. Dans exemple précédent, m,, (1) = 2.

On a que fiy, | xu et donc my, () < mg(N).

Mo € {(X - 1)7 (X - 1)27 (X - 1)3}

01 0
M—I3=10 0 0] #0Donc u, #X—1.(M—1I3)? = 0donc u, = (X—1)2, d’ott m,, (1) = 2.
0 0 O

mg(A) la multiplicité géométrique de X est la dimension du sous-espace caractéristique associé
a A
Ey (M) = ker(u — id) = Vect (() e1, e3) donc my(1) = 2.

Proposition 5.29. Soit u € L(E) et A une valeur propre de u. On sait que 1 < mg(X) < mq(N)
et 1 < mpy,(A) <mg(N).
Ceci est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 5.30. Soit u € L(FE). Les polynomes p, et x, ont les mémes facteurs irréductibles.
Démonstration. Le théoréme de Cayley-Hamilton nous dit que i, | xu. Soit M = Mat u.

3Qar(X) tel que 1y (X)T, = (XT, — M)Qnr(X)

k—1
X*I, — M*F = (X1, — M) Z Xkt
1=0
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k-1
(Z apX*)I, - ZakMk =(XI,— M) (Z ag ZXiMk—l—i)
=0

Qum(X)
det(pn(X)1) = det(X T, — M) det Qur(X)
—— ————

/‘Ju(X)n X“(X)

Xu(X) divise p1,,(X)™. Donc les facteurs irréductibles de x,, sont les facteurs irréductibles de p,,. O

5.8 Diagonalisation
5.8.1 Critéres de diagonalisation

Remarque 5.8.1. Comme les vecteurs colonnes d’une matrice sont les images des vecteurs de la
base, si la matrice est diagonale, alors la base choisie est une base de vecteurs propres de la matrice.

Définition 5.31. Un endomorphisme est diagonalisable s’il existe une base dans laquelle sa matrice
est diagonale, autrement dit, il existe une base de vecteurs propres pour cet endomorphisme ou
encore, ’espace F est la somme directe des sous-espaces propres.

Rappel 5.8.1. Soit A,B € M, (K), on dit que A et B sont semblables s’il existe P € M, (K)
inversible telle que A = PBP~'. C’est une relation d’équivalence.

Exemple 5.8.1. Si M est diagonalisable et M admet une seule valeur propre, alors il existe A € K
tel que M = AI,,. En effet, M et I,, sont semblables et donc égales car la classe d’équivalence de I,
est {I,}.

Proposition 5.32. Soitu € L(E) etn =dim E. Siu admet n valeurs propres distinctes, alors u est
diagonalisable. En particulier, une matrice triangulaire supérieure avec des coefficients diagonauz
2 a 2 distincts est diagonalisable.

Exemple 5.8.2. <1 2> est diagonalisable car ses valeurs propres sont 1 et 3.

0 3

1 2
<0 1) n’est pas diagonalisable, sinon elle serait semblable a la matrice identité.

On a montré qu'une famille de n vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est
une famille libre.

Corollaire 5.33. Soit u € L(E). Si xu, le polyndme caractéristique de u, est scindé a racines
simples, alors u est diagonalisable.

Démonstration. Si A est une racine de x,, alors A est une valeur propre de u. Donc on a n valeurs
propres distinctes et donc u est diagonalisable. O
Théoréme 5.34. Soit u € L(E) et n =dim E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. u est diagonalisable.

2. u admet un polynome annulateur scindé a racines simples.

8. Wy, le polynéme minimal de u est scindé a racines simples.
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Démonstration. — (2) = (3) : Si P est scindé a racines simples annulateur alors u, | P et
donc on a (3).

— (3) = (1) : Ona p, [T, (X — X\;) avec les \; € K. On applique le lemme des noyaux.

E = ker py, (u) ® @ker(u — Nidg)

i=1
Et donc u est diagonalisable.

— (3) = (2) : py est annulateur de u et donc on a (2).

A0 0
0 Ao 0
— (1) = (2) : Dans une base des vecteurs propres, la matrice de u s’écrit D = .
0 0 - M\
ol les \; ne sont pas forcément distincts. Soit P € K[X], dans cette base P(u) a comme ma-
trice
P(A\) 0 e 0
0 PAg) --- 0
P(D) = : : :
0 0 <o P(\n)

On choisit P =[]\, (X — X;), alors P(D) = 0 et donc x, est annulateur de u.
Une autre maniere :

u diagonalisable =— F @ ker(u — \;idg)
i=1

= ker P(u)
= Pu)=0

O

Exemple 5.8.3. Les projecteurs sont diagonalisables car ils annulent X (X — 1).
Les symétries vectorielles (qui vérifient s*> = id) sont diagonalisables si carK # 2, car elles
annulent X2 — 1= (X —1)(X +1) et —1 # 1.

Exemple 5.8.4. Soit A € My (K), C € M,,_,(K) et B € Mg ,_p(K). On choisit M = <61 g)

M diagonalisable => A et C diagonalisables.
P(M) = (P(OA) P(*C))' Si P scindé a racines simples annule M, alors P annule A et C. D’aprés

le théoreme, A et C sont diagonalisables. La réciproque est fausse.
Proposition 5.35. Soit u € L(E) diagonalisable et F' stable par U, alors u;p est diagonalisable.

Démonstration. 3P scindé a racines simples tel que P(u) = 0, donc P(u;r) = 0. Donc up est
diagonalisable. O
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Théoréme 5.36. u € L(E) est diagonalisable si et seulement si x,, est scindé et la dimension de
chaque sous-espace vectoriel est égale a la multiplicité algébrique de la valeur propre associée.

Démonstration. u diagonalisable . = FE = @)\ESpec(u) ker(u — Aidg)
et donc x, = H)\ESpec(u) (X _ /\)dlm ker(u—Aidg)

b= e9)\ESpec(u) ker(u - )\idE)ma()‘). D

Corollaire 5.37. u € L(E) est diagonalisable si et seulement si 3¢ g, dimker(u — Xidg) =
dim E.

Démonstration. La dimension des sous-espaces propres < la dimension du sous-espace caractéris-

tique. O

5.9 Trigonalisation

Définition 5.38. Un endomorphisme u € L(F) est trigonalisable s’il existe une base dans laquelle
sa matrice est triangulaire supérieure.

Théoréme 5.39. Soit u € L(E). u est trigonalisable si et seulement si il admet un polynome
annulateur scindé, si et seulement si son polynoéme caractéristique est scindé.

Démonstration. O
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